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Lecon 261 : Lei d'une variable al€ateir :
canactérisations, exemples, applications

Dons toute fa fegon, (2,F, P) et Un espoce de prooiilife e X JEsigre une
vacuiahle alkateire de—ﬁ:‘m‘e Al (O, F,P) S valens doww (E, €).

I. L& d'une vosdable aléarenre

1. GEnEralités [GK 1 pager 8y e 166

" . imocae o R
Définition 1.1 On appalle foi de X, noke B . fa metwse moge de Ppao X

ot - 5 -cire : pow tout A€ €, Py (A)= P(X 7' (4) = P (X € A).

Thio@me 1.2 (ce transfat) Sat+ @ E — R une application mesuaable. Alou p
et intequable P Joppxc A B o & Lulement 4 po X i mi-é@,a-
ble pax dappert d P Le oy echeamt, on a: ELWO)] = L.cpnx dP =
j ® dR, .

E
Remosgue 1.3 Ce theowme poumet denc de fransférer un ?m[gdg o infigrtion s L en

Proede d’m‘nkc‘%umm s E OO epace de valewas ge X.

Thezéme L4 S (B, €) = (md, BRY)) avec o € N¥, X st Lo foi po& e soule-

met £ pows tout @ € cz, ECHWI] =fmz5d,1.

Femmque 1.5 On whilise sclvent une wasion PQLu Lsmple : & o foute a:otham f megldL-
fable positre & LF(X)] < jfd# alos B, =f.

2 Voatobles aléctoine discrétes TGK1 pages 137 -10

DEfinition 1.6 @n gy Qe X et cliserfte 4 o 0o [ ext atiserehe, te. il exiske D€ ¢

nombxoble fel P,
e ™ que B (D) =

Théa€me 1.7 2ot X wne vadiade aleseie chscrere Felle que X(2)=D awc D dénom-
baable .
() pown tout A€ £, B (A) = 2— PX=k)

KEDNA
= Z_. P(X = k)ép\
ke D

Alas :

(i) 1Py

W) B admet comme deneire poa Jappett 3 la meuas de comprtage f:x— P(x:x)ﬂpw)

Troposition 1.8 Augosens X discuéle 4 @kl day D aénombaable. On olatient alew i elle et

nfEgabe ELX] = ) kPIX=K).
ke D
Exemples 1.9
o o de Bawnouilli Bp) P=t1 -pld. + pdy
AN
o doit unifome sy F = € Fint UF): P : A"—’# F
h
+ toi minomiale Binp) : B = (BE)*"= 2 (; )p (1-p)" 8,
o boi gram®tique Gpi: ¥ k € IN*, IPIX =k) = P“ -p)
LA | .

+ fei de Phiscen P(A). YKEN, P(X=Kk) = ¢ = ol A>0

3. Yauabler olfatoires d dent€ CGKI poge 82 et [AJ page 2

On agpoe (E,€) = (R B (RY)),
Définition 1.10 €n ciit Gue X @t & densife (fon Jappect d la meude de Leborgee) de dkner€ f @
pow. dat A € B(RY), Py (A) zf fx) dv. Cleet-a-dire :dif = FdA.
A

JPdﬂ:l
.md

Réﬂmum‘ toxte ‘ chon . R — R MeCMAb paxrhive d’inigglaﬁe ik “FWI e v
tomme Lo &mtﬁcm de cknsift ol une ceriaine vosidble aléotsire .

'thaosi'ﬁon 1.11 On catiert, sous Jex hypothésee ;Pa&{den('e?, £ pexinre et

ExemFD& 1.12

» Joi wnifome U (Ca,b]). fy:x € R :-—,5——- ﬂfa,b] ol o,b € R, a<b

o 4o epoventiclle £(A): Tx: ¥ € R :-)11 ume al A>0

1 - (X~ m)/zdz .
{_’69 ol MmE R, 68 Py
ar

» doi nanmale f'(m, 8% : Fx 2 € R —

7

: b 1 :
aﬁmdeCmmnyC(a,b):fx;foRr—ﬂ?\‘bzﬂx,a)a y ol w €M, b€ RY
9 compac
pl@iumdemme ,g“\l/(:-f-'x:xefﬁd,._, Ly, Kem® compact

col( K)



IL _ Cavackrisanon poo ces foncheons

1. Fonction de rEpoahition LGHI poge 118 et [A] pages 91-92

Definiion 2.1 Ms+ X -une vowiable olScteire o wlkewas duns RY. On oppelle
fonchon de agpaatimion de X fo 3:Cnch'0n Feit € RY oy PN E iy 1 o Mg T 0
Theow€me 2.2 & deux voalodes aléadeirs ont méme foncHon de rEpoatition elies ont

meme Lo,

Proposition 2.3 Leit X e vouiabe al@ateire reele. Alen:
1) Ty et owissante aux R

2) Fy (*t)-———’o et F £) — 1
+ ~0 t =+

3) Fy et comhinue & chicike et admet une Limik & Kuache

4) Fy et @thnge en 2 € R & e seulement & P(X =x) =

Broposition 24 Seit F: R — R une gonenen weissanke, continue 6. dadike et Srifiant
.Q\m Ftl=0 e _.C.lm Fet) =1

Aloa F ot fo Ec"ﬂh‘@w e repatition d'une uni-
Sue prowobilire A (l’ﬁ B(R)).

Pagpoeition 2.6, & X et une v.a.r, de fonchion de densits £, alew po fout x € R

Frw) = B(1-00,x1) = | £)elt.
=20
Exemee; 2.6 2 -e'“ 0 t30
SiFX:tE[PLM{OA‘ITBﬂ alew X ~ £(a)

A X MEW@) et YN E(L) allaw min (X)) N E(2).

2. Fonchion gén€ratrice L[GKI pogee 235-23

Gn anodére ki X e vaniable alCateire & valewd oo N

De’ﬁni’ﬁon“zﬂ.’i On opalle &omh'en genératrice de X, fo fonchon Gy @ 6 € 1,11 ELtX]
= 2 P(X=k)tX
K=o

Wopoetion £.8 S X ef ¥ ot der vonicbies aléctioine indépudankes d vk dans N,
&Q@u GKV‘V —y Gx Gy

Ex@npﬂeq 2.9

+ 4 X ~B(p), Gy ()= (1-pl+ pt
o K X NvBnp), Gy = (U-p)t pt)"
; - pt '
. ~ ) =
oD 85 Q(P Gig 12 L-0-pit

o A Xw(?(;\), CTX (t) = E—:.'\(1~t)

Fropoanion 2.10 L& Fnchem Gy ot indefiniment oérivabe . 9-1,10 ¢ vena:

X = ﬁJA

G i s = ELXX=1) .- (X=-n+1) 5

. (n)
(ewollaie 2.1L En poxticulien, pwL ot N, P(X=n) = M

n!

Hinsi, ba agnchorl Séné
ROATICe conackerige Qo (ed.

3. fonchon cm.acrcnmque Lkl pages 239 -5,
On coneidére X & valews dovw MR

248 - 281

Definition 2.12 On oppelie fonehion canackristique de X, La Jonchion @t € RS — B[V

Pemanque 2.73 Tl g'agit, 4 VAT pés, de fa rrdnsbfmme’e de Fawion de Lo fa [P,
Théoéme 2.1k La fonchen cwaci%h‘sﬁqje coaackerise fa Lo

(aolioire 2.15 Deyy vectewns alatoire X et y de R tely Qe PouL tout 4 € R <xad
et <Y,ad> ot méme leoi, omt meme ley.
Théaéme 2.16 SeitX d wlewy dans 1",

V& rdaw aone R™. Aleu X et Y ot independons

& et @ubement s Pix,y) $th= Wy (s)pr('t) P tout (s,8) € R™x R™.

Exemples 2.17 lu*bt . b,
« U(La,bl): ¢x (t) = B3 5
2224

; 1,202 ™,

o N m6Y): @y ) = ™ e i g

X l()

%

» C(ab): ¢x (t) = g1t o- b ﬁ

v

Théadme 2.78 Sot X vo.r admd'ranf un mement o’ adae n , alew 95" et ok cl e
wrigie : V k € L0,n1, 3. 0) = ik = e



Théméme 2.19 Saient Xo . ---

) Xa & voriabler aleateirer indépandante  alow
n
¢x,_+.‘,+ Xn ™= '_D: ¢X1‘,

Apptication 2.20
smet Xy ~Wimy, 620 @ X, ~ Wiy, 62y Qe X, WX

A(Q’I.‘Z: x1+Xz NS '\/V’(m_l.rm?_l 6121_54)
).

1T Ck:nvaence en Q& A PaQes 395.409, 438 IL‘QJE‘ e

S2ient (Xn)n, e X vodiables aliatoires de B

Dennition 3.1 0 dit gue (x,,)n“ cmueLSe, en Loi v X & paa doute 3;nch’@n

£ 1y R @rrhinu & &t ‘ C
: e bnge, Cf (Xa)] o ELFXIT.

Theeeme 32 Sert g e r,[fcnchon comhinue i RY | _g (Xndnyr CONVELQR en Loi

s X alow (9 (Xadnys converge en foi wes 9 ).

Crollaine 3.3 Ggient (Xndarse, (Mdnyy & voloas doww RE & KtV dnzy COVEIe
s Xnt+ Y, £, X+Y

¢ & Xay Yn? _L'_, X TS

Troposition 3.4 &1 X e (X)), <ot gisothey 4 dkuww dam D deénomimodde . Aleu
YKe D, P(Xa=k) — P(X=K).

Xn _ﬁ_> X o et sadement & K
]
Exerptte 3.5
Vn€& N* Xp ~v Binp,) wee bim np, = A>0

nN=tey

Mag: X,, =25 X ai X ~PQ).

) ; ¥
Prcposition 3.6 On a : X, —%o X ki et soulement (i doyy CHVEF B TX

en tad Pt de camhinuike de Fy.

Theodme 3.9 (Lé&vy) - admis On a: X, —— X si e todlement & (B, )y tonverge

mmpﬁemenr VIR qﬁx.

Theodme 3.8 ( Theadme central Limike ) Ssit (X, )ny, 1°1-9- @dmettamt un aoment a'-e:.*
die 2 fini. Oh noke M = E[x;1 e &%= Vo Xy . Alow: g
= z "
e, 2_-0(K s ) ey HN(0,8%). 3
V‘F K= ﬁ
3
1
Application 3.9 Seit . M —C une fonchen benge. On a. alow : N
1 n (n)_F(Zk-n € it
27 K= k LU I:g.,—o: F jﬁx)e ax
an R § ..J

Cowcllatie 3 10 (HiEmeme de Meivre - laplace) Asient p € 10,10 et (Sp)a Une Awike

de i e o
vaiabler alFoteires indepandanty | de L ]?J(,,,P)’ olow o tout x € ",
=4 ( 50— NP s )

Vap(=p? © Flor ot F et ga a’;crmh‘w de rEp):LI"i'hOﬂ el une 12
N0, 1.

Apphcarion 3.11 St (x, )n“ Une luiite de voniabler aleateirer admettagt Un MOmMend ol’odae 2,

o nafe s E06) e 8= Var Xy comnu. Alew : P(m€[Xn IS L v T 5])
v Iy

—— l _q'
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